Mathématiques

Devoir en Temps Libre n°8

Correction

1% EDS
Exercice 1 :
Factoriser chaque expression :
A = 25— 36x2 B = (12x+5)2— (7x—2)(12x + 5 C=x*—4x+ 4
= (5-6x)(5+ 6x) =(12x+5)((12x+5—7x + 2) = (x — 2)?

= (12x +5)(5x + 7)

D = 9 4 42x + 49x?

E = (Bx—12- 16

F=x*—-1-2x-5)(x+1)

—2X2 2

—2X2

ses racines, on obtient donc le tableau de signe suivant :

x - 1-3+/3 5 3 1+3+/3 +oo
2 2
—2x%+2x + 13 ) + O R
woree + o - O ¢
—2x%+2x +13 + - + -
x2—x—-6 O 0
. . . 1-34/3 14343
L'ensemble des solutions de I'inéquation por— = 2 estdonc S = [T\/_, —-2[ U ]3; +2\/—]

= (3 + 7x)? =Bx—-1-4)Bx—-1+4) =(x-Dx+1)-2x=5)(x+1)
=Bx-5(@0Bx+3) =(x+1Dx—-1-2x+5)
=x+1)4—x)
Exercice 2 :
1) Résoudre les inéquations suivantes dansR :a)x? +3x —5<—-x+2 b) x2_1x_6 =2
a)x’+3x—-5<—x+2 © x*>+4x-7<0.
Le discriminant A=42-4x1 x (-7) = 44 >0 et ses deux racines sont :
Xy= oM o VIT etxy =M o o4 VT
2x1 2x1
X —oo =2 \/ﬁ -2+ Jﬁ +o0
Comme A>0, le polynGme a le signe de a ( ici a=1>0) sauf entre ses
racines : Sx) + 0 - o+
L'ensemble des solutions de I'inéquation x? + 3x — 5 < —x + 2 estdonc S = |-2 —V11; —2 + V11].
1-2(x%-x—6) —2x2+2x+13

b) = >2 e -220————>2>0—————2>0

x2-x—6 x2-x—6 x2-x—6 x2-x—6

% Etudions le signe du dénominateur x2 — x — 6 et déterminons les valeurs interdites
Le discriminant A4 = (—1)*-4 X 1 x (-6) = 25 > 0 et ses deux racines sont :

1-5 1+5

X1 ='7r'='—2 et x, ='7;'= 3,
Ce quotient existe si et seulement six?> —x — 6 # 0 , les valeurs interdites sont donc —2 et 3.
Comme a =1 > 0, cette expression sera positive sauf entre ses racines.

% Etudions le signe du dénominateur —2x2 + 2x + 13.
Le discriminant 4 = 22— 4 x (—2) X 13 =108 > 0 et ses deux racines sont :

-2—/108 _ 1+34/3 —2+y/108  1-3v3 . .-

X, = = etx, = = , commea = —2 < 0, cette expression sera négative sauf entre




2) Etudier le signe des expressions suivantes :
-2 2

_ _ _ 9,4 3 2 _

a) g, = o 1ok b) ¢, = 2x* +5x° +3x° c) @, " +4
) _—2 2 —2(1-2x)-2(2-2x) _ —2+4x—4+4x 8x—6

A1 = o T e e2n(-zn) | (—znd-2x)  (2-2x)(1-27%)

8Bx—6>0 o 8x>6 o ng & x>075

2—-2x>20 & 222xe= 1>2x o x<1

[unN

1
1-2x20  122x & sz = xsz
De plus, le quotient existe si et seulement si le dénominateur est non nul , c’est-a-dire lorque x = 1 oux = 5

Donc le quotient existe dans R — {%, 1}

On obtient le tableau de signe suivant :

x —0 0,5 0,75 1 + o
4x — 6 - - 0+ +
2 — 2x + + |+ ¢ -
1-2x b - - -
4x — 6 - + - +
(2—-2x)(1 —2x)

b) ¢, = 2x* + 5x3 + 3x2 = x%(2x? + 5x + 3)
CommeV € Rx? > 0 ¢, alesigne de 2x2 + 5x + 3.

Le discriminant 4 = 52- 4x2x3=1>0 etsesdeuxracinessont:
-5-1 3 —5+1 . .. .
X1 = o S etx, = S —1, commea = 2 > 0, cette expression sera positive sauf entre ses racines, on

obtient donc le tableau de signe suivant :

x -0 —% -1 0 +o0
2x* + 5x3 + 3x2 + O - ) + O R
b) @3 = 1—52x2 1 4= 1—5xzz+4x2 - 1—2(2 _ (1—x)£1+x)

X X - X X
CommeV € Rx? >0 ¢5alesignede (1 —x)(1+ x) c’est-a-dire négatif sauf entre ses racines —1 et 1.

De plus, le quotient existe si et seulement si le dénominateur est non nul , c’est-a-dire lorque x = 0
donc le quotient existe dans R *
on obtient donc le tableau de signe suivant :

x -0 -1 0 1 +o0

2x* + 5x3 + 3x2 - O + + o -




Exercice 3 :

Soient f et g deux fonctions définies par f(x) = x3 —3x? + 5x — 1 et g(x) = x2 — 1 de courbes représentatives
respectives Cr et C4 dans un repére orthonormé.

Etudier les positions relatives de CretCy.

Etudions le signe de la différence f(x) — g(x):
fxX)—g(x) =x3—-3x2+5x—1—x*+1=x3—4x?4+5x = x(x* —4x + 5)

Le discriminant du trindme x? —4x + 5 est A = (—4)?- 4 X 1Xx5=—-4<0
Commea=1>0,VER,letrindbmex? —4x+5>0
Le signe de la différence f(x) — g(x) est donc du méme signe que x. On obtient donc le tableau de signe suivant :

X -00 0 400

fx) = g () - 0 *

On en conclut que :
La courbe Cf est en-dessous de la courbe C; pour tout x de |—o0; 0].

La courbe Cy est au-dessus de la courbe C,; pour tout x de [0 ; +oo].

Exercice 4 :
La parabole P représentée sur la feuille ci-jointe a pour équation y = x? + 4x

dans un repére (O, T, ] )

1) Déterminer les coordonnées de son sommet. \
On a oublié de représenter le repére. Le placer sachant que I'unité de longueur est
delcm

1) Ona y=x’+4x & y=(x+2)*-4 L
Donc les coordonnées du sommet sontS(—2;4)

2) Soit D la droite d’équation
y=2x—1 TracerD.

2) Pour tracer la droite D, on détermine les coordonnées de deux points par exemple :A(0; —1)etB(2;3)
3) Prouver que P et D ont un seul point commun T. Calculer ses coordonnées.

3) Pour déterminer les coordonnées de T il faut résoudre dans R le systéme :
=2x—1 =2x—1 =2x—1
{y_ 5 4:){ 5 Y S { Zy
Yy =x°+4x x“+4x =2x—1 x“+2x+1=0

On résout dans R I’équation du second degré x? +2x+1=0 < (x+1)?=0 © x=-1

y=2x—1 { x=-1
y

On revient au systéme : {
Y x>4+2x+1=0 =2x(-1)—1=-3

P et D ont donc un seul point communT (—=1; —3)

4) Justifier que P est au-dessus de D

4) Pour justifier que P est au-dessus de T, on va étudier dans R le signe de la différence :



x2+4x—2x—1)=x?4+4x—-2x+1=x?>+2x+1=(x+1)? > 0 pour tout x € R

Donc P est bien toujours au-dessus de D et elles ont un seul point d’intersection T

Exercice 5:
1) Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 3 — 2x?
a) Calculer le taux de variation de f entre 1 et 1 + h avec h non nul.
b) Dans un repére orthonormé, donner une interprétation graphique de ce taux de variation.

c) Démontrer que la fonction f est dérivable en 1 et donner son nombre dérivé en 1.
1)
a) On calcule le taux de variation de f entre 1 4+ h (avec h # 0) :

FA+h) —f(1) 3-20+h?-@B-2x1?) 3-2(12+2h+h?) -1

h h h
_3-2-4h—-2n*-1
B h
_ —4h—2h? _ h(—4-2h) — _4_2n
h h

b) Ce nombre est la pente de la droite (AM), sécante a la courbe de f passant par les points A(1, f(1)) et
M(1+h;f(1+h)).

c) Le taux de variation qui est égal a (—4 — 2 h) a pour limite —4 lorsque h tend vers 0, cette limite est
réelle et unique donc la fonction f est dérivableen 1 et f'(1) = —4



2) Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x2 — 1. On donne f'(2) = 4
Démontrer que la tangente a la courbe de fau point A d’abscisse 2 passe par le point B(3;7).

Déterminons I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 2.
Onsaitque f(2)=22-1=3

y=f'2)(x—2)+f(2) cest-adire y=4(x—2)+3=4x—-8+3=4x—5

Le point B appartient a la tangente si et seulement si ses coordonnées vérifient I’équation
4 %X 3 —5=7 donclatangente ala courbe de fau point A d’abscisse 2 passe par le point B(3; 7).

Exercice 6: Un peu de calcul vectoriel ( pas besoin de chercher les équations des droites méme si c’est une méthode ):
Dans un repére (0,7,] ), on considére les points A(—3; 2),B(3; 5) et C(2; 1).
1) Démontrer que les droites (AB) et (OC) sont paralleles. m désigne un nombre réel et M est le point de coor-
données ( 5; m). Pour quelle valeur de m, les points A,B et M sont-ils alignés ?
2) Soit N le point d’abscisse n. Déterminer les coordonnées de N sachant que N est le point d’intersection de la
droite (AB) avec I'axe des abscisses.

1) Dans un repére (0,7,] ), on considére les points A(-3; 2), B(3;5) et C(2; 1).

< AB (g) oc¢ (i) AB = 30C 4B et OC colinéaires par conséquent les droites (AB) et (OC) sont

paralléles.

=BG w(,2,)

A, B et M alignés & AB et AM colinéaires < 6x(m—2)—3X8=0 < 6m—12—-24=0
Sb6m=36 m==6

Lorsque m = 6 les vecteurs AB et AM sont colinéaires, et donc les points A, B et M sont alignés.

2) Un vecteur directeur de la droite (AB) est le vecteur AB (g) .

Soit un point M (x ; y) de la droite (AB) ; on a AM (x ;£_23))
Le point M appartient a (AB) si et seulement si les vecteurs AM (; t g
Ce qui équivaut a det(m;ﬁ) =0 ©3(x+3)—-6(y—3)=0
=3x+9-6y+18=0
S 3x—6y+27=0
Une équation cartésienne de la droite (AB) estdonc: 3x — 6y +27 =0

) etﬁ(g) sont colinéaires.

Pour le point d’intersection de la droite (AB) avec I'axe des abscisses, y = 0, on doit donc résoudre :
3+27=0 &n=""=-9

Les coordonnées de N point d’intersection de la droite (AB) avec |’axe des abscisses sont donc (—9; 0)



